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MATGRAL1

Exercice 1 (10 points)

Dans cet exercice, on se propose d’étudier dans la partie A une perturbation d’un signal continu et,
dans la partie B, la correction de cette perturbation par un filtre analogique.

Partie A

Dans cet exercice, on note 7 une constante réelle appartenant a I’intervalle [0;2x] et on considére
les fonctions fet g, définies sur I’ensemble R des nombres réels, telles que :
e pour tout nombre réel 1, f(¢)=1;

¢ la fonction g est périodique de période 2= et : .
g(t)=0 si0<t<rt
g(t)=lsit<t<2m

Pour tout nombre réel ¢, on pose :
h(r)=s(1)-2(?)

La fonction 4 ainsi définie représente la perturbation du signal.

1. Les courbes représentatives des fonctions Jet g sont tracées sur le document réponse n°1
(figures 1 et 2). -
Sur la figure 3 du document réponse n°1, tracer la représentation graphique de la fonction 4.

2. On admet que la fonction 4 est périodique de période 2x.
Pour tout nombre réel ¢, on définit la série de Fourier S (t) associée 4 la fonction & par

S(f)=a,+ g(an cos(nt)+ b, sin (nt))

a) Déterminer q,.
b) Soit #n un nombre entier supérieur ou égal a 1.

Calculer
J: cos(nz)dr

et en déduire que

a,= —nln-sin(nt).

¢) Montrer que, pour tout nombre entier 7 supérieur ou égal 4 1,

1
b, = E(l —cos(nr)).

3. Soit n un nombre entier naturel. On associe a # le nombre réel 4, tel que :

* 4,=aq,

2 2
+b, . . o ool &
e A =, > “- si n est un nombre entier supérieur ou égal a 1.

n

- r - r hY 1
Montrer que, pour tout entier # supérieur ouégal a8 1, ona: 4 = —, /1 —COs (m’) .
T

n
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. . 7
On suppose, pour toute la suite de I’exercice, que 7 = T

4. Compléter le tableau 1 du document réponse n°2, avec des valeurs approchées 4 10~ prés.

5. Lavaleur efficace 4, de la fonction A est telle que :
2 1 27 2
K —5‘;‘[0 [h@)] dt .
a) Calculer Aj.

3
b) Calculer une valeur approchée a 107 prés du nombre réel P défini par P = Z A2
’ n=0

. P
¢) Calculer une valeur approchée & 107 prés du quotient —-
off

Partie B

On rappelle que j est le nombre complexe de module 1 et dont un argument est -g-

o 3
On considére la fonction de transfert H définie, pour tout nombre complexe p différent de 5 par :

3
H(p):2p+3 )

On définit la fonction r, pour tout nombre réel positif @, par :

r(a))=|H(ja))|.

Le but de cette partie est de déterminer le spectre d’amplitude du signal, noté &, obtenu en filtrant la
perturbation 4 au moyen d’un filtre dont la fonction de transfert est H.

3
1. Montrer que r(®) = ———.
V9 +40?

2. Pour tout nombre entier naturel », on définit le nombre réel positif B, par :

B,=r(n)x4,,
ou 4, estle nombre réel positif défini dans la question 3 de la partie A.
Compléter le tableau 2 du document réponse n°2, avec des valeurs approchées a 10~ preés.

Le spectre d’amplitude du signal filtré k est donné par la suite des nombres réels B, .

3. Lafigure 4 sur le document réponse n°2 donne le spectre d’amplitude de la perturbation A,
c'est-a-dire une représentation graphique de la suite des nombres réels 4, .
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Sur la figure 5 du document réponse n°2, on a commencé de méme a représenter la suite des
nombres réels B, .

Compléter cette représentation graphique a 1’aide du tableau de valeurs n°2 du document
réponse n°2.

4. Une valeur approchée 2 10™* prés du carré de la valeur efficace du signal & est: k. ~0,0516.
3
-a) Calculer une valeur approchée 4 10™ prés du nombre réel Q défini par Q = Z B:.
n=0
9

5
off

b) Calculer une valeur approchée 4 107 prés du quotient

On a étudié le spectre de Fourier d’une perturbation d’un signal. On ne peut pas négliger les raies
de hautes fréquences de ce spectre. Le filtrage dissipe une part importante de l’énergie de la
perturbation et les raies de hautes fréquences de la perturbation filtrée sont négligeables.
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Exercice 2 (10 points)

On considére un systéme physique dont I’état est modélisé par la fonction y de la variable réelle ¢,
solution de I’équation différentielle :

yO+0=c) M,

ou la fonction e représente une contrainte extérieure au systéme.

Partie A

Dans cette partie, on suppose que e(t) =20 pour tout nombre réel .
L’équation différentielle (1) s’écrit alors sous la forme :

y"(£)+4y(e)=20 Q).

1. Déterminer la fonction constante & solution particuliére de I’équation différentielle (2).
2. Déterminer la solution générale de 1’équation différentielle (2).

3. En déduire I’expression de la fonction fsolution de ’équation différentielle (2) qui vérifie les
conditions f(0)=0 et £(0)=0.

Partie B

Dans cette partie, on étudie un moyen d’amener le systéme vers un état d’équilibre de maniére
« lisse ».
A cette fin, on soumet le systéme a une contrainte extérieure modélisée par la fonction e définie
par :

e(t)=8tU(t)-8(t-7)U(t-7),

ou t désigne un nombre réel strictement positif.

On rappelle que la fonction échelon unité U est définie par :
U(r)=0 sir<0
U()=1 sit=0"

Une fonction définie sur R est dite causale si elle est nulle sur Iintervalle ]—o0;0][.

On appelle g la fonction causale telle que :
g"(t)+4g()=elt)

2(0)=0 et g'(0)=0.

et vérifiant :
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On note G(p) la transformée de Laplace de la fonction g et E(p) la transformée de Laplace de la
fonction e.

1. Exprimer E(p) en fonctionde petde 7.
2. En déduire que :

p2+4)(1_e_rp)'

G(pz)z?(_fs_

3. Déterminer les constantes réelles 4 et B telles que :
8 A B

—~(——————)=—+ .
p2 p2+4 pZ p2+4

U U 8
4. Déterminer alors I’original de p—z(pz_+:1_) .
5. Endéduire que, pour tout nombre réel ¢ :
g(t)=g,(t)—go(t-7)  avec g,(¢)= (2t—sin(2t)) U(r).

6. Montrer que pour t>27,0na:
g(t) =27 —sin(2¢) +sin(2¢ - 27).

7. On suppose maintenant que 7 =x.
a) Simplifier I’expression de g(t) pour t>7.

b) La courbe représentative de la fonction e, pour 7 = &, est tracée sur la figure du document
réponse n°3.

Sur le méme graphique, tracer la courbe représentative de la fonction g.
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